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〔論 文〕 
不平等解析 
― ローレンツ順序 ―*) 
豊  田   敬 
0 . はじめに 
不平等の計測法に関して, その後に大きな影
響を及ぼしたアトキンソンの論文 , Atkinson 
(1970) が公表されて40年が経過した｡ 1972年















｢ローレンツ｣ は Lorenz (1905) に因む｡ 簡単で
分かりやすいということから広く活用されてき
た｡ 日本でも原論文の10年後に河上肇が 『貧乏
物語』 (『大阪朝日新聞』 1916年 9 月18日) のな
かで, ｢ロレンズ氏の曲線｣ としてローレンツ






















ている｡ 最近の文献としては, Jenkins and Van 
Kerm (2009) がある｡ こちらは前者よりも応用
面を意識している｡ もう一点, 教科書風で読み
やすい文献として, Lambert (2001) があること
を付け加えておく｡ 
1 . 用語と記号 
所得や資産そして消費などに関する分配の格
差・不平等の分析は, 分布関数やその逆対応で
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所得ベクトルを ),,,( 21 nxxxx  とし, 平均所
得を x で表す｡ すなわち, 
  ,nxx i  ixxn  
である｡ 
各個人の所得を低い方から並べて昇順化した 
所得ベクトルを ),,,( )()2()1( nxxx  と表記する｡ 
無論, 
)()2()1( nxxx   ｡ ただし, 等号 (同 
順位) の場合の順番は任意とする｡ 
逆に, 高所得者から並べて降順化したベクト 
ルを ),,,( ][]2[]1[ nxxx  で表す｡ 
][]2[]1[ nxxx   であって , )(x と ][x の
間には, nixx ini ,,2,1,]1[)(   が成り立ち, 
),,1( nixi  の順位 (rank) を irとすれば, ]1[)(  ii rnri xxx  
]1[)(  ii rnri xxx である｡ ただし, ),,,( 21 nrrr  は
),,2,1( n の順列で, 等号 (同順位) の場合は
]1[)(  ii rnri xxx が成り立つように番号がつい 
ているものとする｡ 
2 . ローレンツ曲線 
n人からなる社会における個人 iの人口シェ 
ア (相対頻度) と所得シェアを, それぞれ
ip , iq
で表す｡ すなわち, npi 1 , )( xnxq ii  ｡ 以 
下で所得シェアや相対所得を取り上げていると
きは, 各個人の所得は非負で, 少なくとも一人の 
所得は正とする｡ したがって, このとき, nixi ,,2,1,0   





















, nk ,,1,0   
となる｡ ただし, 000 QP とする｡ 明らか
に 1 nn QP である｡ 
ローレンツ曲線は ｢直交座標で, )1( n 個の
点 ),(,),,(),,( 1100 nn QPQPQP  をこの順に逐次,  
直線補完した折れ線｣ である｡ 
自明なことではあるが, 縦座標
kQ は, 昇順化 
した所得の累加シェアであるから, 所得ベクト 
ル ),,,( 21 nxxxx  の要素をどのように並べ替 
えてもローレンツ曲線は変わらない｡ つまり,  
),,2,1( n の任意の順列 ),,,( 21 niii  の所得ベ
クトル ),,,(
21 niii
xxx  に対してローレンツ曲線 
は不変あるという事実を最初に確認しておく｡ 
これは, 各個人が所得額のみで識別されること




点 )0,0(),( 00 QP , 点 )1,1(),( nn QP , であり,  















































i i  
 nknkP ,)1(   
 
であるから, ローレンツ曲線は, 点 )0,0( と点
)1,1( を結ぶ, 単調増加で下に凸の折れ線で, 平均 
所得 x 以下に対応する点ではその傾きは 1 以下, 
平均所得 x 以上に対応する点ではその傾きは 1 
以上である｡ 
特に ,  社会全員の所得が均等 ,  すなわち ,  




QP kk ,,1,0,   



















いるから, 測定単位には依存しない｡ つまり, 二 
つの所得ベクトル xと )0( aax のローレンツ 
曲線は同じであり, 同一の不平等と判定される｡ 
また, 同一金額が社会全員に贈与される場合 
は平等化する｡ 実際, ),,,( 21 nxxxx  と )0(),,,(1 21  bbxbxbxbx n 
)0(),,,(1 21  bbxbxbxbx n とを比較
すればよいので, bxbx  1 に留意して累加 
シェアの差をとると, 
















となり,    xQbxQ kk  1 が得られる
3)｡ 
3 . ローレンツ規準 
まず, 人数 nを固定した上で, 上記のローレ
ンツ規準について考察しよう｡ n人の所得ベク 
トル x と y の累加所得シェアを ,  それぞれ
)(),( yQxQ kk と表記する｡ ローレンツ曲線で 
の不平等比較は次のようになる｡ 
),,2,1(),()( nkyQxQ kk  が成り立つとき, 
























































































































































































ところで, 規準 (L1) は両辺を n倍して 













































































)(  に等 
しいことを考えると, むしろ累加相対所得比較
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xx ii であるから, 相対所
得 )( )( xx i の平均 ( 1)( xx ) まわりの偏差の 
累加比較とみてもよい｡ 




(L 4 ) 
   
































































は (L1) ～ (L4) と実質的には同じである｡ 
以上の (L1) ～ (L5) はローレンツ曲線の図
でいえば, 縦軸のスケール (縮尺目盛) を調整
することに対応する｡ たとえば, (L3 ) の場合,  
点 )0,0( と点 )0,1( を結ぶ谷型の折れ線となり, 谷 
底は平均 x 近辺の分位点, そしてより不平等にな
ると谷はより深くなる, といった具合である4)｡ 
 
4 . マジョリゼーション 
ローレンツ規準は Hardy, Littlewood, & Polya 
(1936) によるマジョリゼーション (majorization) 
の概念に相当する｡ これに関しては次の定理が
基本的である｡ 
定理 HLP (Hardy, Littlewood, & Polya)5) 
),,,( 21 nxxxx  , ),,,( 21 nyyyy  に対 





































































(M3 ) n次重確率行列Bが存在して,  
Bxy  , 
ここで, 重確率行列  ijbB  とは, 行も列もす 
べて確率ベクトルとなっている正方行列のこと
をいう： 












  ｡ 
(M1) ないし (M1ˆ ) が成り立つとき, xは y を
majorize するという｡ これは, ローレンツ基準
で xは yより不平等ということと同じである｡ 
この定理の (M3) における重確率行列 B の
行和＝ 1 は, 各






   
であること, そして, 列和＝ 1 はこれらの加重
平均が全体として再分配となっていて総額が不
変 













1 1  
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であることを意味する｡ したがって, (M1), (M3)  
により, 所得ベクトル x , y の所得総額が同じ
とき, ローレンツ基準で xの方が yより不平等
ならば, より不平等な xに加重平均的再分配を




さらに, たとえば, (L2) にこの定理を適用す
ると, (M1)   (M2) により, 




























との関連が付けられるが, これは後の 7 節で触
れる｡ 
5 . 移転原理 
高所得者からより低所得者への所得移転を考
えよう｡ この移転によって分配は平等化すると




ji  として, 相対的に高所得者 jの所得 )( jx
からより低所得者 iの所得
)(ix へ, 両者の差額
)( )()( ij xx  以下の額 の移転がなされるとする｡ 
このときの所得移転額は, )(0 )()( ij xx 


































)10,(  ji ｡ 
この変換は, n次単位行列 I と ji,  要素を入
れ換える置換行列 Pを用いて 
  PxxxPI   )1()1(  
と表現できる｡ このときの n次行列  PI   )1(  
 PI   )1( は重確率行列である｡ 一般に重確率行列の 




平等な任意の所得ベクトル y に変換できるとい 
うことを意味する｡ 
6 . 人口原理 
次に人数 nが異なる場合のローレンツ規準に
ついて考察しよう｡ 
)1( n 個の点 ),(,),,(),,( 1100 nn QPQPQP  を 
この順で逐次に直線補完, という操作は, 所得 
ベクトル ),,,( 21 nxxxx  のローレンツ曲線と, 
この xをm個並べたmn人からなる所得ベクト
ル ),,,(  
個m
xxxx  のローレンツ曲線を同一と 
見做す, ということに対応する｡ 実際, このとき 
xx  であり, ),,,(  
個m








   
















































































































































































が導かれて, 点 ),( )1()1( jmkjmk QP  は線分 (1)  
式の上の点であることが分かる｡ 
所得ベクトル xとそれを複製して )1( m 個
付け加えた所得ベクトル ),,,(  
個m
xxxx  とを 
同一視することを人口原理 (Dalton (1920)) と
いう｡ 
人口原理に従えば, 一般に n人の所得ベクト 
ル ),,,( 21 nxxxx  とm人の所得ベクトル ),,,( 21 myyyy  




xxxx  と, m 人の所得ベクトル y と
同一の ),,,(  
個n
yyyy  とで比較すればよいと 
いうことになる｡ すなわち, 
mnkyQxQ kk ,,2,1),()(   
であるが, xの総所得と平均所得はそれぞれ
)( xnm , x , そして y のそれはそれぞれ















































































































































































































であるから, ),,,(  
個m
































































1,,2,1  , 
また, ),,,(  
個n


































































1,,2,1   
となる｡ 
これに定理 (HLP) を適用すると, (M1)   
(M2) より, 
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7 . 不平等尺度 
最後に不平等尺度との関わりについて簡単に
述べる｡ ただし, ここではAtkinson (1970) 流の
規範的な不平等尺度は取り上げない｡ 
所得ベクトル ),,,( 21 nxxxx  に対して, そ 
























で定義される｡ )(xFn の逆を 
  10,)(:inf)(1  ppxFxpF nn  
で定める｡ これを分位点関数 (quantile function)  
という6)｡ )(1 pFn














が, ローレンツ曲線と完全平等線 (45°の線分) 
















また, 前節の最後に示したことにより, (M2)  



































































Entropy Class) と呼ばれ,  
2 のときは, 平方変動係数 (変動係数CV の 
2 乗) の半分： 
2
22 CVGE  ,  
1 のときはTheil (1967) のエントロピー尺度8),  
0 のときは, 算術平均と幾何平均の比の対数： 
 n nxxxxGE 210 ln ,  
となる｡ 
〔注〕 
 *) 本稿の内容は, 著者が2009年度本学国内研究員
として行なった研究の一部を含む｡ また, 本学経
営学会研究会 (2010年 7 月27日) において ｢ジニ
係数をめぐって (A SURVEY)｣ と題して報告した
内容とも重複する部分がある｡ そもそもは Berge 
(1963) を閲読する機会を得た福島大学経済学部在
職時代に由来する｡ 同大学森合キャンパスの想い
出のよすがにしたいという気持もある｡  Berge 
(1963) は, 1997年にペーパーバック版が Dover 社
から出版された｡ 最近も増刷されている｡ 
 1) 
ip を個人 iに配分されるべき所得シェア, そし
て
iq を個人 i の現実の所得シェアとすれば , 
),,,( 21 nppp  が基準分配となる｡ このとき, 基
準分配との比率  ii pq が昇順になるように並べ 
 て, 横軸に基準分配の累加所得シェア, 縦軸に現
実の累加所得シェアをとれば, 基準分配からの乖
離を表現するローレンツ曲線となる｡ つまり, 個 





 2) 北條 (2008) は, 比較に際してローレンツ曲線
の交差が頻繁に発生する事例を扱った実証研究で
ある｡ 豊田・和合 (1978) はローレンツ曲線の交差
の問題を扱っていて, 『貯蓄動向調査』 の事例と
Atkinson (1970) の掲載事例とを取り上げている｡ 
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  なお, 多数のローレンツ曲線についてそれらの
交差の有無をチェックするのは煩雑なため , 
Atkinson (1970) 以降でも実証研究の多くはせいぜ
い 2 ,  3 の不平等尺度での計測による比較で済ます
というのが実情である｡ 
 3) 贈与でなく収奪の場合は不平等化する｡ 条件よ 
 り, 0)1(  bx であるから, 
    xQbxQ kk  1  
 となる｡ 





 5) 定理の証明は Berge (1997) が手っ取り早い｡ 
元々は Hardy, Littlewood, & Polya (1929) であり, 
マジョリゼーションという用語は Hardy, 
Littlewood, & Polya (1934) で使われている｡ この
第 2 版には翻訳がある｡ 付け加えると, Sen (1973) 
とその拡大版にも翻訳がある｡  後述の Dalton 
(1920) も翻訳があるようである｡ マジョリゼーシ
ョンに関わる事柄全般については Marshall & Olkin 
(1979) が包括的である｡ 
 6) 森口 (1995) は分位点関数のことを確率表現関
数と呼んで, いろいろな応用について記述してい
る｡ 
 7) 最初に指摘したのは Stuart (1954) と思われる｡ 
ジニ係数Gと変動係数CV は, 次の公式で関係付












  ただし ,  )(, xFx n は x と )(xFn との相関係
数｡ 
 この公式は, 宿久・村上・原 (2009) にも載ってい
る｡ 
 8) Theil の不平等尺度は Kullback-Leibler 情報量に
他ならない｡ 情報量と不平等尺度との関係につい
ては豊田 (1996) で扱っている｡ 分解可能性と一
般化エントロピークラスについては Cowell (2000) 
を参照されたい｡ 
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